Chapitre 4 TS2

Limites de suites et de fonctions

| — Limite d’'une suite
1) Rappels

Powr une saite numerique {¥,), il y a quatre possibilités :

* Soit 2 suite (1,} converge vers un réel 1, ce qui signifie que tout intervalle ouvert contenant 1 contient fous

les ternes de la suite 2 partir d'un certain rang i1, Onéerit lima, =1 |
7

*+ Soit 1a suite (1,,) admet pour limite +co, ce qui signifie que tout intervalle de la forme ]A,+ &0 [ contient tous

les termes de a suite & partit d'un certain rang 7, On &erit lim u, = 490
et

* Soit 1a suite (u,) admet pour limite —=, ce qui signifte que tout intervalle de 12 forme ]— o, A [ contient tous

les termes de la suife & partir d’un certain rang #,. On éerit lim o, = —o5.
H+ta

¢ Soit la suile (#,) B’ admet pas de limite,

Si une suite ne converge pas vers un réal alors on dit qu’elle diverge.

2) Suites de référence

i 1
+ hm—= lim —~=0 im —=0
Hesds 3] H—3n g H—s i n*’
*  lim «fn = +w fim # =+ lim #* =+x» tm 7 =+
e #H—s+az Hoskm i
+ Si—l<a<l, dlogs Hma" =0 Sia>1, alors lim g” =+
— Fi—rtea - oo
Sig=1, alors lim ¢" =1 Si a<-1, alors (1) n’admet pas de limite.

=+

Il — Limite d’'une fonction en +o ou en -
1) Limite finie en +o ou en -

Définitions :

Seitl e IR,

o Direque / apourlimitc 1 en teo signifie que
tout infervatle ouvert contenant 1 contient
toutes les valenrs f{x)} dés que x est assez

grand. On écnit Hm f(x)=1 .
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» Direque f apour limite 1 en -0 signifie que tout intervalle ouvert contenant 1
centient toutes les valeurs f(x) dés que x est négatif et assez grand en valeur
absolne. On éerit lim f{x)=1.

T

’\

1

Dans ces cas, on dit que la droite d’équation |y =1 1 est asymptote d la courbe ¢, au
voisinage de -+ ou de — o,

2) Limite infinie en +o ou en -

Définitions :
» Dire que f a pour limite +o0 en +o0 signific que tout intervalie de la forme | A4,+ |
contient toutes les valeurs #(x) dés que x est assez grand. On éarit lim f{x) =+,
k]

%r
i
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i SRV
ir x
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« Dire que f a pour limité oo en +oo signifie que tout intervalle de la forme J-o.4]
contient toutes les valeurs f(x) dés gue x est assez grand. On éerit lim f(x)=—0 .
X+

+ Dire que f a pour limite +o0 en - signifie que tout intervalle de 1a forme ]A, + e [
contient toudes les valeurs f{x} dés que x est négatif et assez prand en valenr absolue.
On éenit lim f{x) =+, '
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* Dire que f a pour limite —o0 en oo signific que tout intervaile de la forme ]— w, A [
contient toutes les valeurs f(x) deés que x est négatif el assez grand en valeur absolue,

On éerit im £(x)=—on .

XD

*g

3) Asymptote oblique

Définition :
Soit g et b deux réels.

o Si Hm[f(x)~(ax+]=0 , ondit que la courbe € apour

asyriptote la droite d”équation y = ax + 5 au voisinage de +oo.

« Si lim [f(x) —{ax + b)]: 0, ondit que la courbe #; a pour

asymptote la droite d’équation y =ax+5 au voisinage de -oo.

ax+b
Fits

Il — Limite d’une fonction en un réel a

1) Limite finieen a

Définition :
Soit 1 € IR.
Dire que f a pour limite 1 quand x tend vers o, signific que tout intervatle ouvert
confenant 1 contient toufes les valeurs f(x) dés que x est assez proche de a.

On éerit lim f(x)=1.
xsa

TS 2
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2) Limite infinie en a

Définitions :

« Dire que / a pour limite +oo quand x tend vers a, signifie que tout intervatie de la
forme ]A, + [ contient toutes les valears f(x) dés que x est assez proche de a.
On gorit lim f(x) = +<0.

=

o Dire que / a pour limite - quand x tend vers g, signifie que tout intervalle de Ia
forme ]f w0, 4 [ content toutes les valeurs f{x) dés que x est assez proche de a.
On éerit lim f{x)= -0

X—wcT

/f\ p

Dans ces cas, on dit que la droite d’équation [x = 4| est asymptote & la courbe €7 .

Remarque : _
Lorsqu’on considére uniquement les réels x de & strictement supérieurs a &, on parle de limite 4 droite en @ ou de
limite en @ par valeurs supérieures. On note }t]_lg F{x}ou x]jj%* fix.

x>
Lorsqu’on considére uniquement les réels x de &% strictement inférieurs & a, on parle de limite 4 pauche en a ou de
limite en ¢ par valeurs inféricures. On note ixi_rgf(x) ou xl_'%_ fx.

Pt

IV — Opérations sur les limites

Les tableaux suivants permettent de donmer, dans certains cas, la limite de la somme, du produit, du guotient de
deux suites (1,) of (v,,) ou de deux fonctions { et g, lorsqu’on connait Ia limite des deux suites ou ia limite des
deux fonctions.

La plupart des résultats se comprennent de fagon intuitive. Ils sont admis mais peuvent tous étre démontrés en
atilisant les definitions données précédemment.

letl” désignent des nombres réels.

Dans le cas de denx fonetions, les limites peuvent étre des limites en +o0, en -o0, en a (a € R), des limites & droite
ou 4 gauche.
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1) Limite d’'une somme

Si{uyou f apour limite 1 i 1 + oo — o +o
St {v,) ou g a pour limite 1.f + o - 4+ o0 = g
AIors(u_n-i-vn)ou f+ga T4t Hean o oo e Fl
pow limite
2) Limite d’un produit

Si(u,you / apour limite it 120 + 900U —w 0

Si {v,) ou gapour limite 1’ +ooou—w + 0o~ +oou—w
Alors (u, xv,) on fxga L oo 00 Ol — o0 Fl
pour limite { Régle des signes|Regle des signes

= i
3) Limite d’un inverse
o th
Si (#,) ou f'a pour limite 17 20 cesta-dire0 | cestddire® | 4o gu - o0
par valeurs par valeurs
supérieures inférietres
1 1 1
Alors | — | ou — & pour A2
[un} f p 1 + o0 — oo 0

limite

4) Limite d’un quotient

] l | 7
i8i (1) ou f apous limite L 4 1 1 =0 1] +Dou— | +wE—w® | +wou—w

X + 0 0*
Si (v,) ou ga pour limite 0 ou ou 0 0" ow 07| 1f =0 ihecou —o
# e s :
- “n\ i 1 | o ou — + QU — 0 | 4w ou—w
Alors TJ on o Apaur | o Regle des Fi Regledes | Régle des Fi
! & 1t signes signes signes |
limite ; 2l

5) Formes indéterminées

% T 3 ; AL W ' g 0
1l y a quatre formes indéterminées quisont « +oo—co » « Oxw », « P »eta — »
o

6) Propriété

Propriété :

* Lalimite en + ou &n —oc d’une fonction polyndme est égale 4 la limite de son terme de plus haut degré.

*+ La limite en +o0 on en ~w d’une fonction rationnelle (c’est-a-dire d’un quotient de deux polyndmes) est égale a
la limite du quotient de ses termes de plus haut degré au numérateur et au dénominateer.



Chapitre 4 TS2

Remarque :
Ce résuliat peut se démontrer par factorisation des termes de plus haut degré (termes dorminants).
Attention, il est valable uniquement pour une limite en +<0 on enr -0, {i peut aussi &tre utilisé pour des suites.

V — Limite et ordre

Propriété : Preuve 1
+ Soit () et {v,) deux suites numériques gui convergent respectivement vers : et 17 et soit n; e DN
Sipourtout nzm, , u, <v, alors 1 £17.

* Soit deux fonctions 7 et g définies sur un intervalle |a, + oo | telles que Hm f(x)=1 et lim gixy=1*
A= Xy

Sipourtoutx € ja,+wf. f(x)<g(x) alors 1 <17

Remarque :

Pour des fonctions la propriété peut s'étendre 4 des limites quand x tend vers — «, ou vers un réel b
ou pour des limites 4 droite ou & gauche (il suffit de modifier I'intervalle de définition).

Voici par exemple 1'énoncé correspondant quand x tead vers — o ;

Soit dewx fonctions f et ¢ définies sur un intervalle ]u o, a[ telies que lim f(x}=1 et lim g(x)= 1"
X——m T

Si pour tout x ]—oc,a[, Flx)<g(xy alois L £17

Propriété :
* Soit (u,) et (v, ) deux suites numériques et soit n, & I,
Sipourtout #zn, . u,2v, et si lim v, =+, alors Hm u, =40,

H—p5v0a H—pto0
¢ Soit deux fonctions et g défintes sur un intervalle ]a Aol

Si pour toutx € ]a,+<:0[, Jx)zglx) et si hm g(x)=+c , alors lim f(x)=4w.
X—rtun e & )

Remarque :
Pour des fonctions la propriéte peut s’étendre & des limites quand x tend vers — w0, ou vers un réel x,,
ou pour des fimites 4 droite ou & gauche (i suffit de modifier I"intervalle de définition).

Voici par exemple I’énoncé correspondant quand x tend vers x, par valeurs supérienres :
Soit deux fonctions f et g définies sur un intervalle de la forme |x,,x, + | avec r>0.
St pour tout x & ]xﬁ L X+ r[, F(x)zg(x) et si lim g(x)=+w , alors lim f{x)=+o.
o P
Propriété :
* Soii (u,) et (v,)} deux suites numériques et soit 1, € IN.
Sipourtout n2n, ., u,<v, et si limy, =— alors Hmwu, =-w,

P F—hat

* Soit deux fonctions f et g définies sur un intervalle ]a, + 0 [ ;

Si pour tout x & ]a,+ w[, fx}<glx) et si lim g{x})=—0 alors lim f(x)=—w.
Koo , A+

Remarque :
Pour des fonctions la propriété peut s”étendre a des limites quand ¥ tend vers — o, ou vers un réel X
ou pour des limtes 4 droite ou a gauche (il suffit de modifier Iintervalle de définition).
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Propriété : théoreme des gendarmes : Preuve 2
* Soit (#,), (v,) et (w,) trois suites numériques et soit n, = IN,

Stpourtout nzmy , v, Su, <w, et si imy =Tlmw, =1 alors limuy, = 1.
e = H—si0 H-dee "

* Soit trois fonctions 1, g et / définies sur un intervalle Jo, + o .
Sipourtoutx € Ja,+w[, gx)< f)<hix) e si lim g(x)= lim h(x)= 1 alors lim f(x)=1.
P ] X—>+0 Eoct

Remarque :
Pour des fonctions la propriété peut s*étendre 4 des limites quand x tend vers — <, ou vers un réel X5,
ou pour des limites & droite ou a gauche (if suffit de modifier intervalie de définition).

VI — Limites et composition

Propriété :
a.b et c sont ois véels, Si limf{x)=betst It =¥ 1 Tl
C o1s véels. Si 1\:1_133 fix)=betsi Eg}!gg(x) ¢ alors Ll_rggoﬁr) gl

Remarque :
La propriété s’étend aussi aux cas ot 4, et ¢ sont remplacés par + 0 ou — cc. La limite de 1a composée
d’une suste et d’une forction est un cas particulier de cetie propriété.

Exemple :
Sur]2; +eof, flx) = xz—x2 . On cherche & déterminer la limite de f{x) quand x tend vers + o,
On pose u(x) = f_xa sur ]2 ; + «of (u(x) > 0) donc hm u(x) = 2.

et vix) = \/; sur [0 ; + oo donc }1_1;11? v(x) =4/2.

Alorsvou (x) = fix) et !_i)[goaf(x) = \/_2

VIl — Continuité d’une fonction

Définition :
Soient | un intervalle contenant un réel a mais non réduit a ce réel, f une fonction définie sur I.
e Dire que f est continue en a signifie que lim f (x) = f(a).
X—a

e Dire que f est continue sur I signifie que f est continue en tout réel de I.
Interprétation graphique :

Intuitivement, dire que f est continue sur | signifie qu’on peut tracer sa courbe sans lever le
crayon ; autrement dit, la courbe ne présente pas de saut.
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Exemples :

/o /

a
]
)

[*%)

f et g sont définies sur [— 3;3] et continues car les courbes ne présentent pas de saut.

Contre-exemple : fonction partie entiere :

Pour tout réel x, on définit la fonction partie entiere, notée E(x), par E(x) = n ou n est I’entier
relatif tel que : n<x<n+1 (nestle plus grand entier inférieur ou égal a x).

E(3,01) =3

E(49)=4
E(-21)=-3
- o
- o
1+ —o
0 : ‘ ,
b_
— -
—
o T

La fonction partie entiére n’est pas continue car il y a un saut dans la courbe a chaque point
d’abscisse entiére.

Plus précisement, pour x = 2, E(2) =2 et lim E(x) =1« E(2), donc E n’est pas continue en 2.
X—2~

Propriété (admise) :
e Les fonctions polyndmes, cosinus, sinus, exponentielle sont continues sur R. La
fonction racine carrée est continue sur R™.
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e Toute fonction obtenue a partir d’une somme, d’un produit, d’un quotient ou d’une
composée de fonctions continues est continue sur son ensemble de définition.

VIl — Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoréme (admis) :

Soit une fonction f définie sur un intervalle I et continue sur I.

Soient a et b deux réels de 1 avec a<b.

Alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel o de [a;b] tel
que f(a)=k.

Autrement dit : I’équation f(x) =k admet au moins une solution o dans [a;b] lorsque k est
compris entre f(a) et f(b).

N

k)

f(a)

7Y

Exemple :
Pour tout réel x, ona f(x)=x>+2x 1.
L’équation f(x)=0,1 a-t-elle une solution ?
e festcontinue sur R (c’est un polynéme).
o f(0)=-let f()=2.
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, comme 0,1 est compris entre f(0) et f (1), il
existe au moins une solution a I’équation f (x) =0,1 qui est comprise entre 0 et 1.

Corollaire : Preuve 3
On considére une fonction définie sur un intervalle [a;b] (a et b sont deux réels tels que

a<b).
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Si f est continue et strictement monotone sur [a;b] alors pour tout réel k compris entre f(a)
et f(b), I’équation f(x) =k aune unique solution a dans [a;b].

\

fa)

f(b)

v=k

e

b}

f est strictement décroissante

Remarque :

fa)

f est strictement croissante

Ce corollaire s’étend aux fonctions définies sur un intervalle non nécessairement fermé et non

nécessairement borné.

Exemple :

On définit la fonction f sur [o; %[ par f(x)=

Montrons que I’équation f (x) =2 a une unique solution dans [0; %[ :

e festcontinue sur [0;%{ comme quotient de fonctions continues.

e Pourtout réel x, f'(x)=

(2x +1)cosx + (X2 + x)sin x

>0 car XE{O;Z[.
2

C0S2x
X 0 a z
2
f'(x) +
+ 00
f(x)
0

lim cosx=0" donc lim f(x)=+o.

T
X—>—
2

s
X—>—
2

On admet que la fleche oblique dans ce tableau de variation représente la continuité et
la stricte croissance de f.
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D’aprés le tableau de variation, il existe une unique solution « dans {O;%{ a

I’équation f(x)=2.

11



