\’ Cours de mathématiques

Généralités sur les séries

1 Notion de série

IDEFINITIONS 1. 1] Série

— On appelle série a termes dans E tout couple ((Uy)nen, (Sn)nen) formé d’une suite
(Up)nen a termes dans E et de la suite (S, )pey définie par :

n
vn €N,S, =Zuk

k=0

- Lélément u, s'appelle le n®™ terme (ou terme général) de la série, et S, s’appelle la

n®™¢ somme partielle de la série.

— La série est notée Y50 Up-

‘DEI’INI’I‘I()NS 1. 2| Convergence des séries

— On dit que la série },,50 U, converge si et seulement si la suite (S,)pey des sommes
partielles converge (dans E), et, dans ce cas, la limite de la suite (S;)nen est appelée
somme de la série Y., Uy, €t Notée X.p g Up.

— La série )50 Uy diverge si, et seulement si, elle ne converge pas.

— Deux séries sont de méme nature si, et seulement si elles sont toutes les deux
convergentes ou toutes les deux divergentes.

IPROPRIETE 1. 8| Changement d'indice de départ

Soit Y\,,50 Uy, Une série a termes dans E, et n, € N.

Les séries Yn>0 Un €t Xpsn, Uy sont de méme nature, et, si elles convergent, on a :
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PREUVE 1. 4«| Changement d’indice de départ

: no—1
1) Si YpsoUp converge, alors, comme VN =My, Xi—n Uk = D=0 Uk — Lgeq Uks
+o00 — '+ ne—1
anno u, converge, et Zk:no Up = Voo Uk — Zpeo Uk

) no—1
2) Si Ypsn,Un converge, alors, comme VM =Ty, Xg—oUx = X2y Uk t Die=n, Uk

Yins0 Uy CONverge.

2 (Condition nécessaire de convergence d’une

série

‘Pl{()l’RIICTIi 2. 1| Condition nécessaire de convergence d'une série

Si la série Xp50 Uy converge, alors

—0

n

PREUVE 2. 2| Condition nécessaire de convergence d’une série

En notant S,, = YR_o Uy et S = Y FS Uy, on al:
vn e N u, =S5, —S,-1

etdoncu, — S-S5 =0.
n—-+oo

‘R EMARQUE 2. 3| Divergence grossiere

Lorsque u, _-)/ioo 0, on dit que la série Y59 U, diverge grossiérement.

n
Par exemple, la série Y1;,59(—1)" diverge grossiérement.

IREMARQUE 2. 4

La réciproque est fausse, il se peut que Y50 Uy, diverge et u,, —— 0.
n—-+oo

EXEMPLE 2. 5

U, =Iln(n+1)—Inn (n=>1).
=ik =In(n+1) 2 400 donc Y151 Uy, diverge.

- un=ln(1+%)—>0.

n—-+oo

! Expression du terme général a I'aide des sommes partielles.
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EXEMPLE 2. 6] Série harmonique

L. 1 . . 1
La série Y51 —est appelée série harmonique. On note souvent : H, = Y¢_; -

* 1 N
— Pour toutn € N*, en notantm=E(£),onan > 2™ dou?:

Yo B G e (e )
k™ Lk T2 \3 4045 8 2m-1 41 2m

>1+1+21+41+2m‘1 . 1+ — +
2 T4 7’8 2m 2 notoo

1 ..
Donc = diverge.
. anl n g

- ———0.
n n-+oo

3 Lien suite/série

[PrROPRIETE 3. 1] Lien suite/série

Soit (a,) une suite a termes dans E.

La suite de terme général a, converge si et seulement si la série de terme général a,; — a,
converge.

PREUVE 3. 2| Lien suite/série

On a, pour tout n € N, par simplification de termes deux par deux :

N
Z(an+1 —ay) = (ays1 —ay) + (ay —ay_1) + -+ (a; —ap) = ay+1 — g

n=0

1) Si la suite de terme général a, converge, a, —2 £ €N, alors YN_o(ani1 — an)
n—-+oo
N—+o0of—a0, donc la série de terme général azn+1—an converge.

2) Réciproquement, si la série de terme général a, ., — a, converge, il existe § € E tel

N
ue _o(a —a,) ——S, et alors a —ay——S, a —ag+ S
q 2n=0(An+1 n) Noto D’ N+1 0 ot On+1 T2 o )

ay — agy + S, donc la suite de terme général a,, converge.
N->+oo

2 On s’intéresse aux sommes partielles dont I'indice est une puissance de 2.
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4 Reste d’ordre n d’une série convergente

‘DICI?INITI()N 4. 1| Reste d’ordre n d’une série convergente

Soit Y0 Uy une série a termes dans E, convergente.

Pour chaque n € N, la somme de la série Yxsni1 Uk est appelée le n°™ reste de la série et

souvent notée Ry, :

Foo
vn € N,R,, = Z Uy
k=n-+1
On a ainsi Vn € N,
+ oo
Z u,=S,+R,
k=0

IPROPRIETE 4. 2

Soient }n50 Uy, une série a termes dans E, convergente, et, pour chaque n € N, R, le n®™¢

reste.
On a alors :

R,—0

PREUVE 4. 3|

Ennotant S = Y52 u, ona: R, =S—Sn—+>5—5=0.
n—-—+oo

/ / /
0’0 0’0 0’0
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