\’ Exercice de statique des fluides

Modele polytropique de I'atmosphere

L’air est assimilé a un gaz parfait, de masse molaire M. On se donne, dans I'atmosphere, une
relation entre la pression p(z) et la masse volumique p(z) de l'air & une altitude z, appelée
lo? polytropique d’indice k -

p(Z) = cte
(u(@)"

k est une constante donnée, ajustée a posteriori aux données expérimentales. Le modele de
I'atmospheére polytropique constitue une généralisation du modele de I'atmosphere isotherme
pour lequel on aurait k = 1. Dans la suite, k est choisi diftérent de I'unité.

Au niveau du sol (z = 0), on note pg la pression, Ty la température et yy la masse volumique
de lair.

OuEsTION 1| Etablir une relation donnant implicitement p(z).

dr , ) ) .. .,
OUESTION 2] Montrer que 3, ©st une constante que I'on exprimera en fonction de l'intensité

de la pesanteur g, de la masse molaire M de l'air, de la constante molaire des gaz parfaits R
et de k.

OUESTION 8 En déduire que :

p(2) = po(1 - )T

ou f§ est un coefficient que I'on déterminera en fonction de M, g, R, T, et k.

Solution

N
Une masse d6m d’air, de volume 8V, est soumise a son poids 6P, en plus des forces de
pression. C’est pourquoi la force volumique qui s’exerce sur cette masse vaut :

ﬁ_613)_6m%_ L
V=55 =59 = HG = —Hge;
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oll €, est un vecteur unitaire vertical ascendant.
Ce faisant, la loi fondamentale de la statique des fluides :

—_ > N
gradp = Fy = —uge,
devient, dans une base cartésienne (5x, 5y, 52) :

o, Op, Op, 3
aex +Eey +£ez = —uge,

: ) . ap oL ,
D’une part cette équation montre que a—z = £ = 0, ce qui signifie que p ne dépend que de

I'altitude z et d’autre part elle conduit a I'équation diftérentielle :

dp_

dz —Hg

OQUESTION 2

Un nombre n de moles d’air occupe, a l'altitude z, un volume V sous une pression p(z) et a
une température T (z) qui vérifient I'équation d’état des gaz parfaits :

RT(2)

p(z)V =nRT(z) =m i

ou m désigne la masse des n moles d’air. Ainsi la définition de la masse volumique :

m
u(z) = v
conduit a :
) = @) 52
p(z) = u(z M
d’ou
M
qui permet de transformer I'équation j—z = —ug sous la forme :
dp Mg
dz 7 RT
d’ou
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ldp Mg
pdz  RT
soit
dinp Mg
dz ~ RT

Quant a la loi polytropique, elle s’écrit :

:;kzcte
d’ou :
Inp—klnu = cte
soit :
dinp _ kdlnu
dz dz

équation dans laquelle le membre de droite peut étre exprimé a l'aide de l'identité u =

M
pﬁou:
_pM
K=TR
soit
M
Iny = lnp—lnT+ln<E)
d’ou :

dlng  dlnp dInT
dz =~ dz dz

c’est-a-dire :

dln dln dinT
sz P_k

dz dz dz
d’ou
dinp  k dInT
dz k-1 dz
Ainsi, I'équation dinp _ _ Mg devient-elle :
dz RT
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k dInT Mg

k—1 dz  RT
d’ou :

1dT  k—1Mg

T dz k RT
soit enfin :

dIr  k—1Mg

&z~ &k R
Le résultat précédent s’écrit aussi :
dT = —adz
avec :
L k1M
k R
Dou :
T(z) z
j dT = —aj dz
To 0
soit :
T(z) =T0—az=T0—az=T0—kk;1%z

uant a I’é uationdlnp— k_dinT
Q €q dz k-1 dz

, elle fournit la relation entre p et T :

k
dlnp —mdlnT

d’ou :

j-p(Z) k T(z)
dlnp = —— dinT
Po k-1 To

soit :
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p(2)\ k T(z)\ k k—1Mg
ln<p0>_k—1ln<To)‘k—1ln(1_TTz>

d’ou enfin :

k R

k—1Mg \k-1
e = po(1- £ 119 )

J/ J/ J/
0’0 0’0 0’0
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