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1 Distributions de charges

Contenu : permittivité du vide — distribution volumique de charges — distribution surfacique de
charges — distribution linéique de charges

DEFINITION 1. 1) Permittivité du vide

On s’intéresse a des charges ponctuelles dans le vide, de permattivité &.

=9.10° SI
4re,
— 10_9 F -1
Eg = 367 .M

e

FIGURE 1| Distribution volumique de charges

Dans le cas d'une distribution volumique de charges (I'IGURE 1), si 'on a un grand nombre de
charges par metre cube, on peut définir une grandeur (moyenne) macroscopique telle que :

dq _
= =p(M) (Cm ®)

Soit un ensemble de charges d’especes de type k de charge individuelle g;. 11 y a ng(7)
particules par metre cube :

p(M) = z qr Ny

o - -~
1 ‘EXGI‘CICC resolul

Soit un plasma composé d’ions de charge +q (ny ions par metre cube supposés fixes dans R,

et d’électrons de charge — q (n.- électrons par metre cube).

1° En l'absence de perturbation électrique, on a électroneutralité locale. Calculer ne—o, le
nombre d’électrons par metre cube.

2° En présence d'une perturbation électrique, les e”se trouvent au voisinage d'un plan
x = cte, se déplacent de {(x). Exprimer p(x).
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Solution

1° Puisque p(M) = 0 = nyq + n.-°(—q), on en déduit n,-° = n,.

2° p(x) = noq — qne-(x)
Avant perturbation, dans le volume Sdx, on a ny(—q)Sdx C ou nySdx électrons.
Apres perturbation, ce domaine a changé de taille.

[x +dx + é(x + dx) — (x + f(x))]S est le nouveau volume.
as
Sdx [1 +— dx]
dx

neSdx = n,-(x)Sdx[1 + &'(x)dx], dou :

o mn d¢ (x)
n.-(x) = —1 N O Sino [1 + —ar ]
dx
petit
B d¢(x)
p(xX) =noq—
Si € dépend du temps :
i (xt)

p(x,t) = nyq Fp

IDEFINITIONS 1. 8| Autres distributions macroscopiques

— Distribution surfacique :

FIGURE 2| Distribution surfacique de charges

Dans le cas d’une distribution surfacique de charges (I'1GURE 2) :

d
d—z — o(M) (C.m™2)
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— Distribution linéique :

o
S

3 A1 s A
{drpe G & Al of M

FIGURE 3| Distribution linéique de charges

Dans le cas d’une distribution linéique de charges (I'IGURE 8) :

dq _
—7=4(M) (C.m 1

IREMARQUE 1. 4

Notons que ces derniéres distributions correspondent a des distributions volumiques
particuliéres.

QO

12|
p(z) = ppe a. Calculer le champ électrostatique en tout point.

Exercice résolul

pl2)
I _ z|
AR plz) = pge
\ =
-a 0 a

FIGURE 4| Représentation de p(z)

Solution

Utilisation des plans de symétrie' et d’antisymétrie’ :

! Le champ E (M) est contenu dans un plan de symétrie (noté I1*) contenant M.
?Le champ E (M) est perpendiculaire au plan d’antisymétrie (noté I1~) contenant M.
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Le plan (xOy) est un plan de symétrie pour la distribution de charges (I'IGURE 5) alors
E(P") = symp (E(p)).

INED)

P \
E{P7)

FIGURE 5| Plan de symétrie pour la distribution de charges

Ici, E(z) = —E(—2).
Dépendance fonctionnelle de E(M) (mesure algébrique) :

D, est invariante par translation dans les directions xx”et yy’, en conséquence :

E(x,y,z) = E(2).

Application du théoreme de GAUSS :

z=0 o 43

orientation vers
™ l'extérieur de la surface

fermee
_Z -

FIGURE 6| Choix de la surface de GAUSS

# B 7ds = dint
S

&o

ﬂ E.7idS = 0
S

lat

ﬂ E.w,dS = E(2)8S
S1
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jf E.(—w)dS = —E(—2)6S
Sz

Siz>0,2E(z)8S = % = ;fozp(z) 8Sdz avec p(z) = ppe a (ici z > 0 donc |z| =

dt
z).
a _z
E@) =22 (1-¢7a)
o
Ef=)
Ma
£
=
_ e
£q
FIGURE 7| Valeur du champ électrostatique en fonction de z
Complément :

Que peut-on dire si on ne mesure les champs qu’a une grande distance par rapport a a ?

On peut dans ce cas remplacer la distribution volumique par une distribution

surfacique :
poa O
o 2&,
o =2pya

On peut retrouver g directement : d'un modéle a 'autre (volumique ou surfacique), la
charge doit étre conservée.

o]

® A z
65] poe adz =08S0 = 26Sf poe adz
— 0

D’ot 06§ = 2pyads puis :

o =2pya

K/ K/ J
0’0 0’0 0’0
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2 Rappels sur le champ électrostatique E

Contenu : champ électrostatique — lot de COULOMB — interaction électrostatique — additivité des
champs

DEFNTTION 2. 1) Champ électrostatique

M
charge g

collection de charges

[FIGURE 8| Collection de charges et charge ponctuelle

Le champ E en M est (FIGURE 8):

LoI 2. 2| Loi de COULOMB (1785)

[FIGURE 9| Interaction électrostatique entre deux charges ponctuelles

On considére deux charges ponctuelles, F' est la force exercée par q sur @' (FIGURE 9). On
a:

= 1 qq -
F =u,——-+7=—F(N
tr 4mey 13 " (N)

[REvAROUE 2. 8| Additivité des champs

L’additivité des forces implique I'additivité des champs.

K/ K/ J
0’0 0’0 0’0
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3 Relations locales pour E

Contenu : théoreme de GAUSS — théoreme d’ OSTROGRADSKI — premaére relation locale — nabla —
circulation — théoréme de STOKES — rotationnel — seconde relation locale — lignes de champ

3.1 Premiére relation locale

Soit une répartition volumique de charges électriques p(M).

[TiizoreME 8.1. 1) Théoréme de GAUSS

# F 7ids = 2t
S

€0

#; E.AdS = E—lofﬂv p(M)dz

Avec le théoréme d’OSTROGRADSKI?,
)dr =0

j f fD <divE(M) -

pour tout domaine D choisi. On a alors la premiére relation locale :

p(M)
€o

[T11EoREME 8.1. 2] Premiére relation locale

p(M)

€n

divE(M) =

IREMAROUE 8.1. 8| Nabla

On note V), « nabla », défini par :

Sfp. A.7ds = [ff, divAdr.
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3.2 Seconde relation locale

[THEOREME 3.2 1]

Soit C un contour arbitraire (ne se coupant pas).

W=§£ F".EZ=0—>56 Edi=0
(54

avec F=qE

La circulation sur tout contour fermé d’'un champ électrostatique est nulle.

T1EoREME 3.2 2l Théoréme de STOKES

En utilisant le théoréme de STOKES :

ﬁZ(M)EIEM [rotA].7nds

ﬂs [F(thl)] .1dS est le flux a travers une surface S orientée (selon la regle du tire-bouchon de

MAXWELL) d’un nouveau champ vectoriel : rotA, « rotationnel de A ».

OUTILS MATHEMATIOUES 3.2 8| Contenu du rotationnel de A

En coordonnées cartésiennes® :

(9 A 9 A
ay * o9z’

. d 2
rotA(x,y,z){ —A, ——A
(x.3.2) azA" ax
9 A 0 A
\dx ¥ ay *

REMARQUE 3.2 4
rotA =VAA

"1’HIC()RIQ\II€ 3.2 5| Seconde relation locale

Puisque, pour tout contour C dans R3, 95@ E.di=0et d’aprés STOKES :

55 Bdi= ff [FotE]. fids
c S

*1’expression du rotationnel de A en coordonnées cartésiennes est a connaitre.
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1l en résulte :

rotE(M) = 0 VM € R

3.8 Lignes et tubes de champ

IDEFINITION 8.8 1| Lignes de champ

E{M)

FIGURE 10| Ligne de champ

Une ligne de champ (I'TGURE 10) est une courbe telle qu'en chacun de ses points, le champ E
lui est tangent.

30 [Exercice résoluy

Cas d’'un dipole de moment électrique dipolaire p = pu,. Etablir I'équation des lignes de
champ ('objet est ponctuel).

Solution

I. z
- S -\
4 ¢ { |-E-.:\ .'-..
AR
‘ ?’ a I'.
-'I o . J B Y
i f

FIGURE 1 1| Représentation du probleme

11/ 24



COURS D’ELECTROMAGNETISME
1) Rappels et compléments d’électrostatique

Thierry ALBERTIN
hitp://ts2-thierrymaulnier.wifeo.com/

(E _ 2p cos6

T

dmey 13
E p sinf
o 4me, 13
dr  rdf dr 2cos6 d(rsin@) ,,
—=—,—=—-d0 =2———=dou:
Er Eg 7T sin@ sin @

T = 1o(sin 6)?

REMARQUE 3.3 2

pas de charges

Ligne de champ

FIGURE 12| Le champ E est a flux conservatif

Le champ E est a_flux conservatif (I'IGURE 12) :

ff E.n—;ds:ﬂ E.myds

\/ /7 /7
0‘0 0‘0 0‘0
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4 Relations locales pour le potentiel

Contenu : potentiel — surface équipotentielle — équation de POISSON — équation de LAPLACE —
laplacien — théoreme de 'extremum

4.1 Introduction du potentiel

Puisque TotE (M) = 0 VM € R3 alors 3V (M) tel que E(M) = —gradV (M), V est en Volt
V).

IREMARQUE 1. 1]

—

On peut penser a utiliser V(4) — V(B) = fA_)B E.dl.

IREMARQUE 4.1. 2

Si E = —gradV alors rotE = —rot(gradV) = 0.
On peut aussi si souvenir de F(Tf(gradX) =0 par VA (VX) =0.

4.2 Surtface équipotentielle

IDEFINITION 4.2. 1] Surface équipotentielle

Une surface équipotentielle est une surface S telle que, VM € S, V(M) = cte.

4.3 Equations de POISSON et de LAPLACE

EOUATION 4.3. 1] Equation de POISSON

p(M)

€0

AV (M) + =0

OUATION 4.3. 2] Equation de LAPLACE

AV(M) =0
DEMONSTRATION 4.8. 8| Equation de LAPLACE

divE = £
€o

div[—gradV] = Sﬁ = —AV
0
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A est 'opérateur linéaire laplacien, tel que :

AX = div(gradX)|

R 3% 092
dx? + dy? + 0z>2

A=

4.4 Théoréme de I'extremum

1110REME 4.4, 1| Théoréme de I'extremum

Le potentiel V(M) ne présente pas d’extremum 12 ot il n’y a pas de charge.

IDEMONSTRATION 4.4. 2| Théoréme de I'extremum

Supposons qu’il y ait un extremum en M ou il n’y a pas de charge. Alors, d’aprées le théoréme
de GAUSS :

ﬁf; E.idS >0
S

~———————

legt, avec Qjn>0

Donc il ne peut y avoir de maximum ou de minimum.

frontiere S V{Me5I=10

FIGURE 13| Domaine non chargé D

VM € D,AV(M) = 0, c’est-a-dire p(M € D) = 0.
Alors V(M € D) = 0,VYM € D. En effet, il n'y a pas d’extremum dans D ; s’ils existent, ils
sont sur la frontiére § :

Vinin(M € S) S V(M € D) < Vypax(M € 5)
0 0
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IREMARQUE 4.4. 3

AV + Ly 0
€o
V(o) =0
Supposons que ce probléme admette deux solutions V; et V; :

-V, avec AV +gﬂ= 0etV,(0) =0;
0

-V, avec AV, +£ﬂ =0 et V,(0) = 0.
0

(1) Posons W = V; —V, avec AW =0,VM € D et W () = 0.

(2)
p - - _\ -
{ o ! N
j AV=10 | V{w) nulalafrontiére
]\ partout ).
N, s
N N . e

FIGURE 14|

On a donc W = 0 soit V; = V, d’oti 'unicité de la solution a ce probléme.

/7 /7 /7
A XRG4
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5 A propos de la continuité des champs E etV

Contenu : continuité du champ en distribution volumique — continuité du potentiel en distribution
volumique — continuité du potentiel a la traversée d’une couche simple — discontinuité du potentiel a la
traversée d’une couche double — discontinuité du potentiel a la traversée d’une surface chargée

\I)R()I’Rllc'rl«:s 5. 1|

Pour les distributions volumiques (usuelles) :
— le champ est continu en tout point,
— le potentiel est continu en tout point.

Les problémes se posent a la traversée des surfaces chargées.
— Pour le potentiel : il y a continuité a la traversée d’'une couche simple, mais on montre
que le potentiel est discontinu a la traversée d’une couche double (FIGURE 15) :

dg=—wadS§

/ / H
a5

—dg=-a as -
Feuillet dipolaire

['IGURE 15| Assimilation d'une couche double a un feuillet dipolaire

dp=21d§

— Pour le champ :
On pose : E:(M) = limy,,m E(Mi) (avec i € {1,2} ). Dans ce cas :

o(M)

0

E;(M) — E{(M) = n(M)

Cela veut dire quiil y a discontinuité des composantes tangentielles de E a la
traversée de o et discontinuité des composantes normales (si o # 0).
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2 ;
ar M
1
M, €
Cond
N

['IGURE 16| Continuité des composantes tangentielles du champ a la traversée de o

fﬁfﬁig[ﬁﬁyﬁw=o
¢ s

E(M,).Tdl + E(M,).(=Tdl) = 0
quand dl" - 0, c'est-a-dire quand M, - M et M; > M d’ou :

E;(M)T = E;(M)T

M,

FIGURE 17| Discontinuité des composantes normales du champ a la traversée de o

= N — o
B(M,)5.7dS + E(M,)5. (—)dS + f f Bas =Zds

Slat SO

s E(M,) — E,(M) (on I’a défini au début de ce paragraphe sur I'étude de la continuité du champ).

s E(M,) P E,(M) (on I'a défini au début de ce paragraphe sur I'étude de la continuité du champ).
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Or, [f, EdS—0.Dou (E;(M) — E;(M)).7.dS = £.ds, puis

(B - Ei (M) .7 = 85

/7 /7 /7
A XG4
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6 Quelques expressions intégrales

Contenu : expression intégrale du champ électrostatique — expression intégrale du potentiel
électrostatique

[XPRESSION 6. 1] Expression intégrale du champ électrostatique

> dq PM
AEM) = ey P

donc :

- [[] e

X PRESSION 6. 2| Expression intégrale du potentiel électrostatique

dq

1
— + cte

AV (M) =
o PM

donc :

p(P) dz(P)
- jf  ame, PM '€

/7 /7 /7
A X X I X4
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7 Energie électrostatique

Contenu : énergie potentielle d’une charge dans un potentiel — énergie électrostatique d’un dipole —
énergie électrostatique d’un systeme de charges ponctuelles

7.1 Cas d’'une charge q dans un potentiel V(M)

FORMULE 7.1. 1]

w = qv(m) Q)

[REMAROUE 7.1. 9]

Un opérateur ameéne q de l'infini (ot 'on peut choisir V() = 0) en M sans effet d’énergie
cinétique.
M

- —

Wopérateur =f Fop- l

0

[THEoREME 7.1. 8| Théoréme de I'énergie cinétique pour {q}

AE, = Wy, + Wy avec Wy = fMI?'él.El) = quEE.
N—— 0 o]

=0
Onadonc: Fop ~ —Fy et Wop = —Wy =~ [ qE.dl = q (V(M) - V(oo)>.
—-dav 0

L’énergie potentielle d’'une charge q dans un potentiel V est aussi le travail que doit fournir
I'opérateur pour I'amener de I'infini ou le potentiel est nul au point M.

7.2 Energie électrostatique d’'un dipdle

[ForvuLE 7.2, 1|

W = —pE
IDEMONSTRATION 7.2. 2
h
>
A B
Y / Y .
-~ - q

p ponctuel

FIGURE 1 8| Dipole électrostatique

Onaﬁ=qhﬁ=qﬁ.
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W = (—q)V(A) + qV(B), A et B trés proches :
V(B) ~ V(A) + E(A).BA
Avecp = qﬁ = qhu.

7.8 Cas d’'un systeme de Charges ponctuelles

I'ORMULES 7.3. 1|

L’énergie d'interaction électrostatique est :

-~
I
[y

‘II)ICIC DE DEMONSTRATION 7.8. 2|

Toutes les charges sont a I'infini ou le potentiel est nul. On ameéne les charges une a une a
leur place en M;.

Wy = Q2Vql(M2)

W, =W; + Q3[Vql(M3) + Vg, (Ms)]

REMARQUE 7.3. 8]

Pour une distribution volumique, I'énergie d’interaction électrostatique est :

W= %.UD p(M)V(M)dt(m)

4<0

Soit une boule de rayon R avec p uniforme. Calculer par deux méthodes diftérentes 1'énergie

Exercice résolul

d’interaction électrostatique (on prendra V(o) = 0 Volt).
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Solution

Premiére méthode :

On améne une charge dq = p4nr?dr de I'infini pour constituer une couche supplémentaire
(r,r +dr).

L'énergie W(r) » W(r + dr) avec dW (r) = (p4rr2dr)V(r), V(r) le potentiel créé par la
charge dans la boule de rayon R.

43
p3mre  pr

drtegr 3¢

R 2 2 p5 2
pr 4mp“ R 3Q
W = Are —dr = — =
j;)p nr 3¢ r 3eg 5 20gR

avec Q = charge totale = pgnR3.

Deuxiéme méthode :

W= % f f fb omep(M)V(M)dT

Pour intégrer, on a besoin du potentiel dans la boule. On calcule E(r < R).

EM) =EM)y, EM)= E(r)

invariance de Dy, par rotations

On applique le théoréeme de GAUSS a une surface sphérique de rayon r, centrée en O, orientée
vers 'extérieur :

5 4
# E.u.dS =E(r)4nr? = P2
s(r) &3

R R or
V) - VR) =f E(r < R)dr =] Lipn
T r 38O
2
Comme V(R™) = V(R*) = V(R) et quon connait V(r = R) = £
0
R? R or
V(r) = i +f P oar
3¢, r 3&

Autre possibilité : calculer E(r = R) = E(r = R)u, puis V(r = R)
On applique le théoréeme de GAUSS :
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p R
E(T‘ZR)=¥T'—2
0

Puis :

V(ir)— V(o) =f E.di =f E(r = R)ar
=0 T r
par choix de
lrorigine

J/ J/ J/
0’0 0’0 0’0
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