\’ Cours de mathématiques

Séries a termes dans R,

Toutes les séries envisagées ici sont a termes dans R.

1 Lemme fondamental

LLEMME 1. 1|

Soit }\,,50 Upune série a termes dans R .

Pour que Y50 Uy converge, il faut et il suffit qu'il existe M € R, tel que :

n
Vn € N,Zuk <M
k=0

PREUVE 1. 2|

Puisque (Vn = 0,u, = 0), la suite (S,)n»o des sommes partielles de la série Y50 Uy, est
croissante. Pour que (S,)nso converge, il faut et il suffit que (S,,),50 soit majorée.

IREMARQUES 1. §|

vneNu, >0
i { " alors Vn € N, YR o up < YhS .

Si ,

Yinso U, CONverge

S; {Vn eENu,=>0
1

: alors Vn € N, Y} _,u, —— +o0.
Ym0 Un diverge’ k=0 T2

2 Théorémes de comparaison

[T1izorEME 2. 1| Théoréme de majoration

Soient Y50 Up €t Xinso Uy deux séries a termes réels.

, alors )50 U, converge,

_{VnEN,OSunSvn
1
Yn=0Vn COnverge
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PREUVE 2. 2| Théoreme de majoration

Ona, Vn € N: YR qur < XRoo Vi < Xi20 V. Drapres le LEMME 1. 1, Y50 Uy, cOnverge.

[REMARQUES 2. §|

— Cas des séries a termes dans R_ : on peut adopter le théoréme. Le plus commode est
Uy, <

<0 . :
d’étudier les séries des opposés : Yinso —Uy et

cependant, lorsque Vn € N'{Vn <0

ano ~—Vn.
vneN, 0 <u, <y,
Ynso U, diverge
— Hypothése plus faible: on peut remplacer 'hypothése (Vn € N,0 <u, <wv,) par
I'’hypothése plus faible (Ang EN: Vn > ny,0 < u, < v,

— Par contraposition, on a : Si { , alors Y50 Uy, diverge.

[THEOREME 2. 4

Soient Y ;50 Un, Xinso Xn deux séries a termes dans R

fun = On—>+00(an)
Si alors )50 Uy, converge.

Yinso0 Xn converge’

PREUVE 2. 5

Il existe N€N et C € R, tels que: Vn = N,0 <u, < Ca,. Comme )50, converge,
Yns0 Ca, converge puis Xy Uy converge, donc Y ps0 Uy, converge.

11120REME 2. 6] Théoréme d’équivalence

Solent Y50 Uy €t Dnso Un deux séries a termes réels.

, alors les deux séries Y50 Uy €t Yipso Un sont de méme nature.

.{VnEN,OSvn
S1

Un~n-+0Vn
PREUVE 2. 7| Théoreme d’équivalence

— Montrons d’abord : AN € N: Vn > N, u,, = 0. Puisque Up~p1+0Vy, 1l existe N € N
tel que: vn = N, |u, — v,| < v, etdoncVn > N, 0 < u, (< 2v,).

Up = Onotoo(Vn)

Vn = Opotoo(Un)

seulement si, D150 Vp cOnverge.

— Puisque Up~no400Vy, ON a { On conclut : )50 Uy, converge si, et
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3 Séries de RIEMANN

3.1 Exemple de RIEMANN

[ProPRIETE 8.1. 1| Exemple de RIEMANN

Soit ¢ € R fixé.

, . 1 , L, . . .
La série).,;»1 e appelée série de RIEMANN, converge si, et seulement si,

PREUVE 3.1. 2| Exemple de RIEMANN

3.2

. 1 1 .. N
Sia <0, alors — n_—:‘ioo 0, donc Y51 = diverge grossierement.

Sia =1, Yns1 = diverge car il s’agit de la série harmonique.

: 1. . 1 1 1 ..
Si0<a<1, anln_“ diverge, car, pour tout n de N, = = —> 0 et 2"21; diverge.
Supposons enfin a > 1.

Soit N € N tel que N = 2. On a, pour tout n de N tel quen = 2 :

1 "1 1 1 1
na S f _txdt = ( a-1 a—l)
n o1t a—1\(n—-1) n

d’ou

N N
1 1 1 1 1 1 1
— < - = 1- <
n® " a-—1 (n—1)e"1 npa-i a—1 Na-1 a—1

n=2 n=2

b N : /7 1
D’aprées le lemme fondamental, il en résulte que Y51 —Z converge.

IPrOPRIETE 8.2. 1| Régle n®u,

Soit Y50 Uy, une série a termes dans R,

Sil existe @ € |1, +oo] tel que :

alors )50 Uy, converge.
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PrEUVE 8.2, 1| Regle n®uy,

Il existe N € N* tel que ¥n > N, 0 < nu,, < 1. Soit Vn € N, 0 < 1, < — Comme Yy~

ne
converge (car a > 1), le théoréme de majoration permet de déduire la convergence de

ZnZO Up.

EXEMPLE 8.2. 2|

—(lnn)?

Nature de la série de terme général u,, = e , a fixé

Pour tout @ de R} : n®u,, = exp(alnn — (Inn)%).
- Si a>1, alors, pour tout @ >0 fixé, alnn — (Inn)® — et donc n%u,
n—->+oo
—— 0. En particulier n®u,, —— 0, et donc Y.;;51 Uy, converge.
n—+oo n—-+oo

. . 1 :
- Sia=1,alorsVn € N, u, = ~ donc Y51 Uy diverge.

. — — 1 .
- Sia < 1, alors, pour toutn = 3, e"(nM* > g=lnn — — donc Yins>3 Uy diverge.

z s / 7 — a . .
On conclut, la série de terme général u,, = e (Inn) converge si, et seulement si, a > 1.

3.3 Séries de BERTRAND

[PrOPRIETE 3.8. 1| Exemple de BERTRAND

Soit (a, B) € R?.

A 1 7 7t . .
La série Y57 TRy appelée série de BERTRAND, converge si, et seulement si,

a>1
ou
(xa=1etf>1)

PREUVE 3.3. 2| Exemple de BERTRAND

1-a

. 1+a 1 1-a _ L.
— Sia>1,onnotey=—cetonanV =nz (Inn)"®» —— 0 donc la série
2 n« n-+oo

(Inn)B
étudiée converge (régle n%uy,).

: 1 _ _ . . e .
- Sia<1, comme n———=n'"*(Inn)" —— 4o, il existe un indice a partir
n%(lnn)# n—o+oo
1 1 : o
> 1 £ 4 .
duquel nennf = W et donc la série étudiée diverge.

— Sia =1, on utilise une comparaison série-intégrale.

. 1 , N . . , L s,
La fonction x — ——— décroit au voisinage de +oo (étude de sa dérivée).
n(lnn)B

Il existe donc N = 3 tel que: Vn = N,
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n+1 1 1 n 1
——dx < ——< —d
fN x(Inx)B x= k_Nk(ln L _[N_lx(lnx)ﬁ x

% Si B > 1, alors, pour toutn tel quen > N :

n 1 Inn 1
_ 1 j _ 1 4 = f
=Nk(1nk)ﬁ N—1x(lnx)ﬁ y= Tnx /In(N- 1)yﬁ

_ (n(N - 1)) F — (Inn)t=A - (In(N — 1))1-P
= = < —

s . , 1
D’aprées le lemme fondamental, il en résulte que Y152 TnmF converge.

¢ Sif =1, alors, pour toutn tel quen = N :

In(n+1) 1

n
dx = f —dy
Zklnk xInx yoinxJdmn Y

= In(In(n + 1)) — In(InN) 2 +00

Donc Zn>2 dlverge
1

e Sif<1, alors, comme m =

BING Zn(l 7 7 diverge.
4 Série géométrique

4.1 Série géométrique dans K

[DEFINITION 4.1, 1] Série géométrique

Pour tout r de K, la série Y159 7™ est appelée série géométrique.

"1’HI§()RICMI€ 4.1. 2| Convergence des séries géométriques

Soit r € K, la série X}, 1, converge si, et seulement si, |r| < 1.

De plus, si |r| < 1, alors :
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PREUVE 4.1. 3| Convergence des séries géométriques

1) Si|r|=1,alors (Vn € N, [r*| = 1) doncr™ +» 0, X,507" diverge grossiérement.
n—+oo

- Kk _ 1=t 1 n +o0 ..n

2) Si |r| <1, alors Y.R_ 7% = —— — donc r™ converge et Y4 r"t =
) | | ’ Zk—o 1-T notoo 1-1° ZnZO g Zn—O

1

1-r

IREMARQUE 4.1, 4

Soit r € K tel que |r] < 1. Pour toutn € N, on a’ :

fo too p+
1—r
k=n+1 p=0

4.2 Regle de  ALEMBERT

[TeoreME 4.2. 1) Régle de ’ ALEMBERT pour les séries numériques

: Z. N 4 . . . . u
Soit Y10 Uy Une série A termes réels strictement positifs. On suppose que la suite ( n+1)

Un /nz0

admet une limite finie € € R,.

Alors :

- si€ < 1, alors Y50 Uy cOnverge,
= sif€ > 1, alors X,uso Uy diverge,
— sif =1, on ne peut pas conclure.

PREUVE 4.2. 2| Reégle de I’ ALEMBERT pour les séries numériques

£ .
1) Supposons u;”l —2 £ < 1. Notons 1= %1, de sorte que £ <A< 1. Puisque
n MN—>+00
0 < A < 1, la série géométrique Y 59 A" converge.

Comme 22— ¢ < A, il existe N € N tel que Vn > N,% < A. On a alors, pour

Un n-+oo n

toutn >N+ 1:

Un Un-1 Un+1 < Jn-N

Up-1Un-2 Uy

un n

,yv’l )

Comme 0 < A < 1, la série géométrique )50 A" converge, et donc, par le théoréme
de majoration pour des séries a termes dans R, on conclut que la série X0 Uy
converge.

Donc aprés simplifications : U, < uyA"™N =

! Changement d’indice p = k —n — 1, n fixé.
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2) Supposons uZ“ —— £ > 1. Ilexiste N € N tel que: Vn > N, > 1,

n n-+o Up

Ainsi, (Up)psn est croissante. On a alors : Vn = N,u, = uy > 0, etdoncu, - 0.
n-+oo

Ainsi )50 Uy diverge grossiérement.

[REMAROUES 4.2. 8| Régle n%u,,

— Appliquer la régle de d’Alembert a une série },,50 Uy (2 termes strictement positifs)
revient a comparer Y,,»o Up, a des séries géométriques.
— On essalera dappliquer la regle de d’ALEMBERT lorsque le terme général u,

« contient » des exponentielles ou des puissances n®¢*.

EXEMPLE 4.2. 4|

n!

Nature de la série de terme général u,, = -

- vneN"u, >0,
Uns1 (n+nl)! ﬁ:(L)n=(1+%)_n=p(—nln(1+%))—’e_1<1'

Un T (n+D)nL n+1 n-+co

On conclut, d’apreés la régle de ' ALEMBERT : X5 Uy, cOnverge.
AUTRE METHODE :
Onapourn = 2:

1.2....n 12 2
< j—

Osu — < =
" nn..n”_ nn n?

donc d’aprés 'exemple de RIEMANN (2 > 1) et le théoréme de majoration pour des séries a
termes = 0, la série D)i,50 U, converge.

IREMARQUES 4.2. 5]

. fu ) .o .
- Si (Z—H) n’a pas de limite, il se peut que Y159 Uy converge ou diverge.
n “nz0

Par exemple :

*

U, =Q+(C1DM2™": (%) n’a pas de limite et )50 U, converge.

n nz0

*

U, =2+CD": (m) n’a pas de limite et )50 U, diverge.

Un /nz0
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Séries a termes dans R,

_ . [ Un+1 . .
Si (T) ; m 1, il se peut que Y50 Uy, converge ou diverge.
nz

Par exemple :

1 u +1 .
°ou, =-: Z— —— 1 et Y0 Uy diverge.
n n—-+oo

Un+1
o ou, = el Z m 1 et Y, s0Un converge.
n

N

/7 /7 /7
A XRG4
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