\’ Cours de mathématiques

Théoréeme du point fixe dans un espace
vectoriel normé

THEOREME 1| Théoreme du point fixe

Soient (E, ||.]|), un K-espace vectoriel normé, d la distance associée a ||. ||.
Soit F € B(E), f: F — F une application.

Si F est compléte et si f est contractante, alors f admet un point fixe et un seul, et, pour tout
uo =a

a de F, la suite (u définie par { converge vers le point fixe de f.

( TL)TLEN P vn € N’ un+1 — f(un) g P f

RAPPELS 2|

— X est un point fixe de f si, et seulement si, f(x) = x.
— f est contractante si, et seulement si, il existe k € [0; 1[ tel que :

V(x,y) € F,d(f(x), f()) < kd(x,y)

PREUVE 3| Théoreme du point fixe

1) Si x, y sont deux points fixes de f alors: d(x,y) = d(f(x),f(y)) < kd(x,y) d’ot
d(x,y) = 0 puisque k € [0; 1[. Ainsi f admet au plus un point fixe.
2) Montrons que (Up)nen converge vers un point fixe de f.
% Montrons que (Uy)pey est de Cauchy dans F. Pour tout n de N :

d(Up, Upyq) = d(f(un_l),f(un)) < kd(up—1,uy)
d’ou, par récurrence :
d(Un, Un+1) < k™d(uo, uy)

Puis, pour tout (p,7) de N X N* :

r—1 r—1
d(up; up+r) < Z d(up+ir up+i+1) < Z kP*d (ug, uq)
i=0 i=0
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1 _kT d(uo,ul)

= kP d(ug,u) < kP ——>—

kP d(uo,uq)

Soit € > 0 ; puisque —— 0, il existe N € N tel que :

1-k p-+o

d(uy, u
VpeN,<pzN=kpM<e>

1-k —
On a alors :

V(ip, 1) ENXN,(p =N = d(up,umr) <c¢)
et donc (Up)ney est de Cauchy dans F.

Puisque F est complet, (U, )peny converge vers un élément [ de F. Comme f
est continue (car k-lipschitzienne), on déduit f(u,) —2 f.
n—-+oo
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Mais d’autre part Uy, - [. Finalement : f(1) = L.
n—-+oo
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