\’ Exercices de thermodynamique

Transterts thermiques conductits

1 Plaque dans une piece isolée thermiquement

Une plaque d’acier (c, A, p) de masse m et d’épaisseur e est placée dans une piéce isolée
thermiquement. Entre la plaque et le mur de la piece, I'air (h), est a la température T,.

Ecrire I'équation régissant I'évolution de la température de la plaque T(t) et évaluer le
temps caractéristique de conducto-convection.

Données :

T, = 25 °C,
p=7,86.10% kg. m™3,
c=460].K1kg™ 1
A=61W.m LK1
h=150 W.m %2.K™1,
e =2,5mm.

Solution

Hypotheses de départ :

Pour simplifier, on considérera que la température est uniforme dans la plaque.
La plaque étant immobile dans le référentiel d’étude, dE; = 0.
Le volume est supposé constant donc §Wpession = 0.

Application du premaier principe :
D’aprés le premier principe de la thermodynamique : dU = §0Q,
avec dU = CdT = mcdT(t) et 6Q = — D .dt — Ppdt,
avec .. = hS(T(t) — T,) et Py =72
Assimilation de la plaque a un corps noir :
Supposons que la plaque est un corps noir.

Alors ®p = &, — &, = oT(t)* — 0T, %,
car il existe un rayonnement d’équilibre avec les parois (ici a la température Ty).
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SiT(t) = Ty, on peut linéariser : @5 = h,.S(T(t) — Ty),
avec h, = 40T,,> (= 40T,>).

Etablissement de 'équation différentielle d’évolution de la température de la plaque :

On a donc : mc dz(tt) = —h;S(T(t) —T,),

avec hy = h + h,.
D'ou :

dT () hS
=+ (1) - T,) = 0

Et on se donne la condition initiale : T(0) = Ty, > T,.

Considérations autour de la constante de temps :

Onat=——.
hrS
Posons 8 = T(t) — T,.

Alors 6 +§ = 0 etdonc:

T(t) =T, = (Ty — T)e ™.

Représentation graphique :

MY — T,

Ty — 1,

{ "nlr

FIGURE 1| Evolution temporelle de T(t) — T,

Graphiquement (I'IGURE 1), la courbe concorde avec ce a quoi on peut s’attendre, la
température de la plaque décroit pour s’uniformiser avec la température de l'air
ambiant et des parois de la piece.
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Estimation du temps caractéristique de conducto-convection :

Onah, = 40Ty ~ 6 W.m 2. K™! (en prenant ¢ = 5,671.1078 W.m~2.K™%), puisque
h est donné le plus souvent a 10 %.
On peut négliger le terme radiatif par rapport au terme conducto-convectif. Dans ce

cas :
mc L. .
T =0 = T est le temps caractéristique de conducto-convection.
pcv pcSe .,
Tee =—— = d’ou :
€ hs hs’
pce
Tee = —7 1
cc h

Application numérique :

T, = 1 min

2 Conduction dans une barre

O
apport d'énergie ﬂ

isolation latérale

Schéma du montage étudié

On apporte de I'énergie a une extrémité (en x = 0) d’'une barre isolée latéralement (I'IGURE
2). Avant 'apport d’énergie, la barre est a une température uniforme Tj.

1. Soit M un point de la barre repéré par son abscisse x. Justifier la raison pour
laquelle T(M, t) = T(x,t).

2. Ecrire I'équation diftérentielle régissant 'évolution de T (x, t).
On impose la condition en x = 0 :

T(0,t) = Ty + acos (wt)
aveca > Oetw = z?n, T la période.

3. Trouver la température en régime sinusoidal entretenu.
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Solution

L’ensemble des points de la barre ayant pour abscisse x est une surface isotherme (c’est
un plan perpendiculaire a I'axe x'x). Si elle ne I'était pas, il y aurait une composante
radiale de J.q , c’est-a-dire un transfert thermique latéral interdit par I'isolation.

2.

Définition du systéme :

x | X+ dx
/_f

systeme grudie

FIGURE 3| Systeme étudié

On étudie une tranche comprise entre x et x + dx (I'IGURE 8).
Application du premier principe :
Le premier principe donne : dE¢ + dU = §Q + 6W.
dU = CdT = (pSdx)cdT si on néglige les variations de volume,
SW = 5Wpression =0,8Q = —Pydt.
Etablissement de I’équation différentielle :

cI)cd = ffs E) Cds = (jcd(x + dx' t)u_x) @)S + (jcd(xr t)@ (_u_x)))S,

n
pcSdxdT = —(jcd(x +dx, t) — joq(x, t))Sdt

= jea(x, £)Sdt — joq(x + dx, t)Sdt

énergie qui énergie qui
entre par S(x) sort par S(x+dx)
i
= — 224 gdxdt
ox

Utilisation de la loi de FOURIER :

aT(x,t)—) N
0 o d’ou :

D’aprés la loi de FOURIER, .4 = —AgradT(x,t) = —A
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aT(xt) 4 0°T(x,t) __0%T(x,0)
at  pc 9Ix? ~ YT ox2

3.

Définition des grandeurs étudiées :

Posons 0(x,t) = T(x,t) — T,.
Alors 6(x,t) = Re (8(x, 1)) avec 8(x, ) = Bp(x)e/* (j? = 1)

Résolution :

jo = 6(x) = afy (),

. .TT
Solution en ™ : 12 = r2 = /22
a a
Y Y o G )
7"1 - e - a ﬁ 2a (1 +])’
— _ |2 i, — _ &
r, = —es p” a+)
D’ou
21+ — |2 a+j
90(36) = Ale Za( ])x + Aze Za( ])x.
Puis :

i : 2 (1+j . —\/E 1+j
0(x,t) = Re (Ho(x)ef“’t) = Re| A,e/?te T A,el®te za(1 D
w w
terme en e‘/%x terme en e_‘/%x

Utilisation des conditions physiques pour déterminer les constantes :

Comme on ne peut avoir T (oo, t) = oo, il faut choisir A3 = 0.
Avec la condition en x =0: 0(0,t) = acos (wt) ou 6(0,t) = ae’*t, on trouve

Al =a.
Solution finale :
= x )
T(x,t) — Ty = ae & cos (wt + E) avec|d = 23 homogene a une longueur.

K/ K/ K/
0’0 0’0 0’0
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